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L es Nouvea ux Precis Brea! sent coneys pour opponter aux etudiants en 
dosses preparaloires une aide efficace dans leur travail lout en 
conservant la rigueur des editions, precedences, nous nous sommes efforces d'apfa- 
nirou mieux loules les difficultes inherentes au discours scientifique. Nous savons 
par experience que le rythme de la prepa n'autorise aucune perte de temps, 
et nous pensons qu'une explication claire et precise permetd'evifer au lecteur tout 
« biocage * inutile. 



Strictement confarme au nouveau programme,, cet ouvrage s'odresse a tous les 
etudiants de deuxieme an nee de b fifiere PSI. Chaque cha pitre est divise en trors 
parties complementaires. 

■ Le Caurs, qui presents les prinapaux roisonnements a comprendre et a 
connaitre, atcompagnes de nombreuses applications directes a fin d'assimi- 
br immedioteirient les nations Iraibes. 



■ Les pages Mefhodes, qui contiennent deux rubriques indispen sables a 
fa progression personnel le L lessen fte/ permet de memoriser rapidement tout 
ce qu^El but retenir du chapitre r et la Wise en oeuvre expose les grondes 
methodes afin d'acquerir les tons « reflexes » en situation. 



■ Les Exert tees, classes par niveoux de difficulte, dont les solutions detaillecs 
sont enri chics d'astuees ot de con soils (precedes des logos j ou A ). 

Lq piupart des enonces proposes ont ete tires de sujets de concours. 

Certains exercices sont aecompognes de courfes indications, comme en 
colle : if suffit porfois dbn petit « declic » pour d&marrer I 

ll nous est apparu necessaire d'accorder aux Methodes et aux ixe races une 
place equivalent a celle du Cours. En effet, I'apprentissage ne peut pas etre 
efficace sans Combiner etroitement ces trois dimensions : comprendre, savoirfaire 
et s'entraTner, En revanche, si! organise intelJigemment son travail, I'etudiant 
pourra s ameliorer dans tautes les disciplines en gerantau mieux son temps et ses 
efforts, principob condition de b reussile. 

Ainsi, les etudiants de PSI dispaserant, en electronique, d r un outil de travail 
complet, odopte au rylhme sautenu de cette seconde an nee rie preparation aux 
concours. 





0 

C <5 



Nous esperons que ce nouveau Precis les aidena a passer avec reussife burs 
epreuves, et nous repondrons vgbnliers 0 lOule suggestion, remarque ou critique 
pore-moil b Podresse solvents : mfo$@editions-bf eat.fr. 
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Signaux et systernes 
lineaires, Operateurs 
de transfer t 




Intrnrinrtinn 

Dam ee chapitrc^ nous introduLsons piusicurs definitions utilisccs dans [a suite dc ce 
livre, Avant Ac rappeterqoeiqocs notions importances sor lea fonctions cte transfers nous 
t; xenons r:i;?iJL-n:t-r:l k: lbuim;:n:: d-e 1 ' w.twt s-.ir k: t |».u-! TLipnsc rinlt:r*:l d- 1 ; :lt:.:lK^l' 
barmaid g tie dcs circuits. 
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A. Signaux et systemes 



A A . Notions de signal et dc systems 



La notion de signtil cst ties vaste. En physique nous appelons * signal » toute 
grandeur mtsurablc qui depend quantiifativcmcnt d'autres grandeurs mesu- 
rables idles que l'espace> lie temps, la temperature, L’eclairement, etc. En 
general, un signal peul elre modelise par one (unction matbematique d’une 
ou pLusteure variables. Dans ce cours, nous nous imercssons aux signaux elec- 

triques variables avec He temps. 




Fig. 1 - Mndiiiatinn a' jp 
systems physquu. 



1. C'eSt i-dim, par cxmiphi. qi.u 
la mameradont as! exolole-v una 
smiie n'a pss d~ inilu^nee sur le 
cflmportflFiBntdu sy-slame itudiS 






e(r) 



— ¥— 

sin 



Fig. 2 - SystBrne seaaire. 



Par ailleurs, nous cssayons souvent de modeliser un systeme en interaction 
avec rextericur nu avec d'autres systemes en distingupnt dcs entrees, un etat 
ct dcs sorties : l]g. . A un instant donne, I'ctat du systeme pent dependre de 
son histoire anleiieure et des actions instamaneeS qu’il subit, les + entrees * 
represenianc celles-ci, Une sonic peutrepresenter une action sur un autre sys- 
teme connecte am premier, mais il peut s'agir aussi d’une grandeur interne 
caracE^ristique de I’etat du systeme. De maniere generale, a tout instant, une 
sortie depend de reran du systeme et dc t’et&T de chacunc dcs entrees, Cccrc 
modclisatiort suppose done que les entrees et les sorties functiunnent comme 
des can a ox tmiitnamadi 1 . IS faut d’autre pan que le fonctionnement du sys- 
teme n’inferferc pas avec le signal d’entnee. 

Nous nous limitonn aux syStemcs dits scalaires, e'est-a-dire CcsrttpurLant une 
entree et une sortie, noices respectivcmcnt e(r) et ;{r) (fig. 2), Les quantiles 
f( f) et s{i) sont des sijpiaux et le systeme effectue un traiiamGHt- Ijj sortie i(f) 
esc souvent appelee reporue du systems a E’e^eiranYm- i(r}. 

Suit E r ensemble des signaux d’entree et S 1'ensemble des signaux de sortie 
d^tin sysieme, Pour earacicriser le eomportement du sysreme, nous noions 
F la transformation de E vets S qui fait passer du signal d'entree e(f} au 
signal de sortie i(i), e’est-a-dire : 

s(f> = F[e(r)J, 



A. 2. Exemples de signaux simples 



2. Tel; qua lat sourcas fl v, lvnsion r 
ies soiites de c at rani, les 
rRsulmcus, let canricnialci.i*, 
las be Sir us 



A + 2 + l - Analyses frequentielle et temporeUe 

Insistons sur 1c fait qu’un signal physique a nccessaircment un debut, souvcnE 
choisi comme engine temporeUe pour Ee prubteme etudie. En outre, nous 
savons que La misc en equation dc circuits con tenant les dipoles etudies en 
premiere an.net! conduit tou pours a des equations diffcrcnticllcs., dotlt les 
solutions completes sont les sommes de deux solutions. L’ interpretation phy- 
sique dc cdlcs-ci distingue le regime p&tnaneni, aneLnt apres un certain temps, 
■et le regime iransiioire, qui caracterisc revolution du systeme vers CC regJTTie 
permanent. 

En electroniquc, il cxistc deux manieres complementaires d’etudiet un sys- 
teme : I ’analyse femptJriFi'Jt constste a etudier le comportement du circuit en 
regime tranaitfijre, alors. que IVnaly'se freqwmUHt consiste a etudier La reponse 
du circuit en regime permanent sinusoidal. 

Nous presencons dans ce paragraphe quelques signaux qui permettent d’etu- 
dier et dc caractcriser le forcrionncment dcs systemes. Le signal echelon 
imervient dans Tanalyse temporelle des circuits. Ijcs signaux sinusoldaux 
Lnterviennenl darts F analyse frequendelle des circuits. 



Chapilrfl- 1 : Sign^u* ct systemes lineei^e*. Opereteyrs dp Penefert 
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«<r) 




0 t 



Fig. 3 - Ectiflon urrrt- L*vgl«ur 
ir e-i^ n:a ie e pour t= D petit 6tra 
il rfim-u i:u huh. 




Fig, 4 • R#gliHlion^"imflfh?lgn 




Fig. 5 - Repr^sfrfiLaciuh darts lu 
domains tBrnpar®! d'un signal 
sirwso'idai. 



A. 2. 2 - Lichekm unite 



Definition 1 



Lt signal echelon unite - tie Hcavmdir^ e*t defini par tfie- 3) : 

[ U(t) * 0 Vf < 0 

[uU> - I > 0 

La tension jux bomes du circuit represente sur !u figure 4, pour Jcquci Psnver- 
seur bascule a rinstanc r = 0, peut eire modetisee conime : 

= V x u(i). 

A33 - Signal sinusoidal 



Definition ? 



Urn signal tU) est sinusoidal si son evolution, temporeile peut se rnertre 
sous la forme "ip 5 : 

s(j) - S m cost cat + f), awe S m >0. 

- La grandeur S ml exprimcc en volt pour une tension ou en ampere pour un 
DQiirant) est V amplitude du signal. 

- la quantity <Hr + (jt est La phase a finstant r, ou phase mtiamaiue, du signal, 
Elk s'exprime en radian (rad). La phase a I'origine des temps, ou phase rnrtiak, 
esc ip. Ellc csi detin ic modulo 2 k. 

- La grandeur w, en rad ■ s“ ] ou s* 1 * est la ptffcfjftotr du signal. 

Une telle function smusoldale ne peut cependanl pas decrire un signal physique, 
ejui a Dtaessunment un debut. Un signal plus realise, debutant a Tinsiam i = 0, 
peut eUc repnesente par leproduit d'un signal sinusoidal avee la fimedon echelon : 

- S ni c(K(ou + tp) x u(t). 

Cette formulation es,t equivatente a : 

jf(r) = 0 Vr<0 

(r(r) = S cn cos{or + cpi Vf > 0 



A3, Proprictes dcs systemes 



A 3.1 - Linearity 



Definition 3 



1 Casl-a-diifl que In 
transformation F vGrif in 
* Vt e E *i Vjts R, 
F|Afl(nl = ^FiatrH 

' V( «3> -E E*, 

FlMP + atfdJ = F|a,(0] 



Un systems, caracterise par la transformation F de E vers S, est lineal re si 
er settlement si I'opcratcur F cst lincaire 1 . 

A3. 2 - Invariance temp ore lie 



Defirtltron 1 



Un svsteme, caraeterisc par la transformation F de F. vers S, esc invariant 
(ou siadonjiaire) si et settlement si une translation lempurelie sur I’entnee 
entratne la memo translation sur la sortie : 

E ct Vte R* *(i) = F[e(i)J =? si I- 1) - 



□ tMinitiCn 5 



Notons T t rnperatcur retard defini par : 

TJx(l)] - x(f-T). 
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Fig. 6 - AciiMi die 1‘operateur 
rwsrd. 



La figure 6 illuStre I’efTet de L’operateur retard sur un signal reclangulaire .v( (> 
nonnul sur I'intemille [a. frj, Lc signal transform^ x(i- ¥} css non tiul pour 
a ^ j - 1 'S ^ c’cm-i-dirc : a + t^r^fr + t- Ijc signal est rcrarde de t a 
pi|jsqv.' , il infervient plus tard dans lc temps. 

Si un systems est invariant* msus avdrts : 

WeErtVte R, T t { F[e( f)]} = F{T T [a(r)]}. 

I .a transformation F commute avec toutes Les translations temporelks. 

A. 3.3’ Causality 

Ho physique,, un effet nc peui iamais precedcr sa cause- Un systeme cst d it 
causal s’il respecte ce principe fundamental. Pour un id systeme, si Le signal 
d’eniree *{() est nul pour i < 0 , il cn est de mesne pour lc signal de sortie 
induit t( r) . 



A.3.4 - Stabilltc 

I] exists plusieurs definitions dc la stabilite, Nous pmposons la suivante : 



Diiiniliun R 



Un systeme lirkaire invariant est stable si le signal Je sortie j lend vers 0 

lorsque k signal d’entree e eat supprime. 



A- 4* Circuits £Iectriques lineaires 



A + 4 ,l - Regimes transitoire et permanent 

Considerons un circuit RLC s-erk (fig. 7 > alimenlc parun generaleurde ten- 
sion variable delivrani unc tension «r( i ) , Nous cherchons a determiner Invo- 
lution teerporeiic dc la tension u c (i:J aus homes du condensateur. 



, f 1 mmn 








n B (rJ 







t(r) 

Fig. 7 - Ctude de la tenrswn auK twines du ethndeneeteur c un eircuti fiuC aene 



1 C«H* nqualiar, p (At i'sCm lilie 
dans la coir's, de- premiere amen 
flsrrarcuoni qL'eiie bsj 
md^pendanie de Ib fnime de 1 b 
I fKiSiOd u;r;i ileliuruu par le 
gane-ratn.ir : pile asL par eesnplo, 
-i aid ble pour une tension tmtinua, 

'jn ixlidun l;i uue lenVdn 

Mtiutdlllk, 



h lintel svstflF'B estilable. 



La mist en equation de ce circuit conduit 4 I’equation difTtremitlLe 1 ; 



LC 



d/* 



+ RC 



dlf t ;<l) 

df 



+ "et 1 ) 



e(f>. 



En mathematiques, nous savons que La solution d’unc telle equation pout 
s’ecrire com me la somme de deux fbnetions : 

— la solution genera Lc de I'cquatinn homogene (sans second membre} i 

- line solution panicu litre de Inequation complete. 

Ld solution de liquation homog£ne caracterisiique de revolution du circuit ert 
dehors de toutc excitation cst appelcc repomc hhre. File depend dcs vateucs des 
parametreS R* L et C h mais dans Idus les css* elk tend vers 0 lorsque le temps 
devient mfini - Rvysiqucmcnt, ecla signific qu'elle peui ctre negligee upres un 
certain temps et que seuk L iubsiste alora la solution partieulicrc de I’equation 
complete, Ccllc-ci comespond a la tvputisc forces ov an regimt ptmtanoB. 





•D 


- i- l 1 i. _ ■ . i 
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Cii 4 !ipiEre 1 SigiUux ul SySEtintiS 1 nitu u f a. OijBi ftleufS de 1 iar;;fuil. 


oupy i lyi ireru nidiciitii 





1. G*ln pb-iH mm)tlit?r flU 

n- Ih tensiarnly gerwraleur 
sous la forma : 

u(?f«taMI« function frcholgn 



£ Casts mod&teBtian p^aul n'Scre 

VBlahie qua pur un domaina 
mk'm: n da (onclionn?rtiaiit C'«*t 
Is CHS* oar Bxsmpla, pout 
nri|: (icfltfiur UptmciiJilrMl. 



3 En mrtrtthB, Is rPiprsque tti 
Ibiissc Cc^isidongrts psr 
I'op^rarteiM' retard 

n<) - 1 , 1*101 • «■!.«-*> 

II est facile de ve if ?r qiall s'ao: 
d'unapamiBur Imfeairti ei n vjiimmi. 
L'mtraB ct la sortie d'un tel systente 
ne Bunt capndard pas ai ee= per 
uno aquation Hil'mmi,- <■■ 



E dioisissons, par rxrmpLc, comiruc origine des temps, I'imtant de fenneture 
do circuit 1 . Si nous, emdions revolution de la solution complete en, fonction 
du temps (pour t > 0), nous distinguons deux regimes, It* regime xwmiww 
correspondent a la duree pendant laquclle la reponse Ijbre n’esf pas ncgUgca- 
ble devant la reponse forcer- Le systeme cvolue transitoirement de son etat 
initial vers le regime permanent, qui met un certain temps pours’efcablir apres 
la fermeture de Einterrupieur, 

A» 4.2 - Quadripoles 

Rssayong d'appliquer 2a nation de systems, mtroduitc au debut de cc ebapi- 
tre, au circuit RLC sene. La tension e(f) do genera teur petit 6 tie assimilee au 
signal d’entree et la tension cherchee h c (i) au signal de sortie, Le systeme 
ecani comdtue par lei trois dipoles R, L «i C. La schematisation du circuit 
‘sur ta figure 8 met en evidence ce systeme. 



fio 



, L-LZ^-nOTTL 

E L 

c 



CD 



Fit} 



Fitj. 8 MBdAlisahindu circuit RLC cwnnw un systfene avec urss entree &1 une s<wlie\ 



Le systems aimi materialise est un quadripole, ce qui est generalement le cas 
en eleetxonique, ear ]« signaus physiques d’entree et tie sortie sont »racw- 
rises en pratique par leur energk- En declmnsque. un signal est done caret - 
tense par ses deux composania duales ‘ tension et intendte- 



iff 

A. 5* Equation differ entielle et system e lineaire 

invariant 

Le resuStat precedent obtenu awe le circuit RLC peut sc generalise! en, elec- 
tnmique. Liquation reliant lets signaux d’entree er(f) et de sortie jp) d’un 
quad rip-ole eunstitue de composants durst ehaque caracteristique peut etre 
modcliace par une equation diffcrentidfo lineaire a coefficients constants 
{sources de tension, sources de COuraiU, resistances, bobines, condensateurs, 
etc.) est egalemenr une equation differentielle lineaire a coefficients constants 
de la forme : 



£j(ji(/;i + ^ 
A - = | 



d*i(r) 

tr *"dT' 



M0 + ^ b k 
!■! 



d 4 i?( i } 

d t k 



Cette equation ne depend que du circuit, niais pas de la nature du signal e(r> 
applique en entree. 

II est facile de mu-ntrrr qu’un systeme gouvemc par line equation diffe- 
rent foil t a coefficients constants est lineaire et invariant En diet, 
cctte proprictc est unc consequence dircctc de la linniitc et de I'invariance 
des equations diflfercnticlkes a coefEcienls constants,. 



B. Analyse de Fourier 



B. 1 b Caracteristiques d’un signal periodique 



Lie DiirniiieiiCair** m,i Id realiti': 

C'hy; qi. a ifun sipnal sinusoidal i6 
Ai.s!' pe at itra apilic ie a 
I' i d t: n i: q l l: aiuui signal 
piriodiqijo- Un sign*! rW rfp 
dT axiiianca qua partir (fun instant 
paniculief. 



Definition 7 



Urt signal j(f) e&L periodique s’il reprend Ldentiquemettl la mumr ■.■aleur 

A inrcrvalles de temps egaux : 

3T e R tel que Vfe R f an a ; j(ff T) — s(t), 

I/imemlk dc temps minimal ncccsFwure pour rclrouvcr la mcmc valeurde la 
function est la periak T. La .frequence/ du signal est I’inveise de la peri ode T : 

/ = tveC / cn hertz (Hz) si T cn seconde {*). 



2. L'integrala-ee depend pus da 
hffienralie ehaiai. Ifn chauftncm 
da wanabln pasmai de sanamewr 
a |B , t|, :.e qui allege ici las 
^rrihir(;s. ir ;ir; il csl powi'bl* d? 

ctioiair un awlr® intEOijIlB selpn la 
c as etudie. 



La vafcur meyenne 5 d’un signal periodique, exp rim ee dans la mime unite que 
le signal, «i par definition crtletilec sur un interval Ic dont In largcur est egalc 
a unc penodc J : 

1 fK + T | j- r 

S = ± j J(u)da = ~j D 

IjC came dc la valetir ajJ fkane S fifcl d'un signal periodique est par definition cgal 
a la valtur moyenne du earre de ce signal : 

S riF = j. 



3. front les hyptflhiries Uwndign 
born^B, ngmljrp Uni dv 
diLcontinurtes but una ne •>':■■: pi 
SL'iiiDu|Oura iiiitiBei an 
pt’Vf'que- 



B*2* Decomposition cn serie de Fourier 

L h etude des signs, ux sinuSOidaux est essentielle, ear le theureme de Fourier 
permcr dc decomposer taut signal periodique en une somme dc signaux 
smusufdaux. 



Tbeofeme 1 



Tautc function rccllc r(f) pcriinriquc; dc frequence pent slccrire sous 
la forme d’une somme infinie de fonetions sinusaiidales : 

*- 

»(*) « n„ + £ I a n ccn(nQl()+b pl sm(fl(Ut)], awe «rt = 2ll/. 

B = B 

Les coefik»m a n et b M sont reels cels que : 

r 

1 r T 

flq s 4 l mat 

2 2 t T 

a, = ~| f(r) cos (Boat) dr et fr„ = =.\ riOsinlJitoOdr 

I Jfl 



DedimCimi S 



La constants <).■, est In eottiposame continue du signal periodique. 



L« frequences des compo&anurs smusoidales sum des multiples de la fre- 
quence / du signal periodique -decompose. 







a 








Ch^pitr^ t ; S'gmjuji et syslemss iinfoiros-* Operstfl-wrs da trsn&fert 









Definition 3 



— La frequence /, = f correspond au fowtamc n taL ou p rem i er harmonique 
{n= 1). 

- La frequent* /„ - j ij correspond a L'huntiooique d’ordrv rt (n > 1 



La formulation preccdente de ia decomposition de Fourier permet un caloil 
direct des coefficients et fr M „ I] est cep en dam possible d’ectire la decorn- 
pficttkm de Fourier en regroupant It s deux co mp o o ntet de diaque harmoni- 
que. En oiler , on a touiours : 

dcostwrH frsm(wr) = tcos(tiJr+ tp} 



car : 

c cos (cor -up) = c|cos{tur>cos[p- atnftorjsiirttpj 
et par idem! fication : 

a = ceosip et & s -esinep. 

Nous pauvons choisir -c pnsitif (cnirtmt une amplitude), Lrs quantites c ct sj) 
etanc alors definics par : 

c - Jtf+T 3 , costp = ei sintp = , 

Ja 3 + b 2 4a* + b 1 

d’ou Ikcriture equivalent* pour la decomposition de Fourier : 

40 = «d+ ^£ n COS(«Olf-Mp„) 

M v I 

expression que Ton peut gcneraliser sous Jr forme : 

+■*■ 

4*) = ^ ^005(11011 + Cp rt )* avec : = o a | et cosq\, - signet a,,). 

w -0 



Application 1 



Decomposition de Fourier d’im crene au de rapport cycliquc un demi 



Soil un ereneau, d’amplitude A et de p£riode T, deEni par une succession periodique d'impulsions 

T 

reciangulatres de hauteur A et de latgeur — ’ L’origine des temps est choisie de maniere a ce que le 
signal soiruncfonction/(r) pairc. Cxkuler les coefficients a n ct b w dc b decomposition dc Fourier. 



*>-» v,.[-| s -J[ 

/«> - A V.e [-{:£] 




4 4 



1 


n 




Copyri^ft 


ffic 


sriai 








Solution 

Pour It calail des coefficients a w et b n , nous choisissons par crramoditc la pcnode centric 

M.IL 



sur D 



_T 1 2 

Commencons par caicutcr la valcur mo>ninc u 0 du signal : 

1 ; T4 i l( AT a 

a » = tJ.t,/ 1 )d = tJ.xV ■ T2 = 2 

s Li nour pi > 0 : 



- Calculons Its coefficients pour Pi > 0 : 

2 { Ttl rf . t XJ 2 r Tl ' 4 . , -J 2Aram(mD*)l T 

A n = -\ /(r>co3(iitttf)dr - - Acos(pi6Ji)dr = — 

1 J _t ti 1 J -T,'<i l L ntfl J 



ce qui donne : 



T.( 

-T'4 



Corn me (J)T = 2ft s it orient : 



4 A 
" pJCiiT 



. frmT) 

H—} 



2A 






*in(«^) =* 



a„ = 0 



pour n pair 



e* - 



2A 

— pour 

tin 



- Pc mcme 

b 



a * = 

L 

ernCj calcdcmj lies coefficients pour pp - 
7 -TV a 7 -T /4 



2A 

pour Pi 

flit 



pt = 4it + i 

4* + 3 



2 -T72 7 -T/4 

= - /(r)sin (not) di - ^ 

U_T/i t^-T /4 

1-1 fr-J— IN !'■ jnTX ^ ." J t 1 f— 1 P 1 H Irl I ■ ■ 



" I: ■ 

IjCH coefficients b y soot done Lous nob.. 



pour pa > 0 i 

|f T/ * Ana(n«it)<li = r_£2Siet!!0| T " . 0 . 
T if_ T /4 L tl L 0 J _j/4 



B*3* Spectre de Fourier el representation 
frequentielle 

decomposition de Fourier d'une foncrioo periodiqui: j(f) peut se resuTner 
sous la forme de deux suites infinites de coefficients : 

ie»h>a « Wnl^o- 

Ces suites constituent Je spectre de Fourier du signal s(t ), CumprenaiiL uu 
spectre d’amplitude { c H , m D et uo spectre de phase { ip H } H > - H est neces- 
saire de connaitre Les deux spectres pour reconstituer le signal i(() , 

Chacun de ces spectres peut etre represente graph iquement par uu ensemble 
de rales verticalcs ayant pour absdsse la valeur de la frequence f n de rhartno- 
nique represents; et pour hauteur I'ampUcudc ?„ ou la phase q> a . Les deux 
representations des spectres d'ampLitude et de phase constituent la repre- 
sentation frequentielle du signal. 

Cette decomposition est analogue a 1 ’analyse de la lutnlere a I’aide d'un 
prisrne> e'est pnurquol ffanalysc de Fourier d’un signal perindique est egale- 
tfiertl appelee Ljpia/yjF spectrate* La representation de Fourier d’utt signal sinu- 
soidal est cxiremement simples dhaque spectre eomportant une scule raic, 
T oujours par analogic avec Les ondes Lurnincuses , un signal sinusoidal est par- 
fois qualiSe dc mmockmmanqitt, sa decomposition de Fourier se limiiam alors 
au fundamental. 



Chapin* 1 ; Signau* lii*ieir#E. OpEfEl^ur* dfl transfErt 
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Application 2 



Spectre dr Fourier d'un errnrau de rapport eye lique un deixii 

Representer le spectre d'amplitudc du crencau crudie dans ] 'application n° 1 . 

Solution 

Jj decomposition de Fourier du cnineau ctudie a ] "application n° 1 est : 

“ “■ = trK"!) v " ># 

1^ = 0 V» > 0 

Nous pouvons alors calculcr les coefficients : 

pour h pair 
pour n impair 

Seuls les hirmoniques impairs sont presents dans le spectre, leur amplitude decruissant en 




*< = ki = 9 



A 

2 



et 



■J^w + K l^nl 



fl M = 0 



a., - 



2A 

nH 



1 Id cependaiiLla SymWjed'wi 
cra-neau nacassita tinnombra 
t'luvii d'harn»rm]u6S r tar il 
ccnp^i+n de-OK di&con4inui(BS 
difiic lias a re produire ave c das 

liriclions ;riijsm'd;i!:::; 



H.4. Synth ese frequentielle d’un signal periodique 

Hjl route rigueur, il IlilU lip itumbrc infini d’hurrnoiiiques pour reconstituer 
un lugnal periodique a parti r dc sa seric de Fourier. dependant, en pratique, 
I'ampliiEude da haimoniqua deernit lorsque n aupmente. TL cut done pos- 
sible d’obtenir une apprasnution du signal en Lrotiquu.ru sa sene de Fourier 
jusqu'a un certain rang iig. 9 ei 10)- Dc manicre evidente* ] "approximation 
s’ameliore lorsque le notnbre tTharmoniques pris en eompte augmente 1 . 




Fig. 9 - Syntheae d'wi crane ai an aonserva nt jusqu* a I'barmnniq je da rang 3 . 
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Fig. 10 - Synth#;? d'yin c.rrtnniiu in £Qnsirva<i[ iniqu'i ISarmamtiue de- rang 7. 



C. Operateurs de transfert 



C.l. Rappels 



1. 1? wmbn# j rBiprisBrn* 
Furna-ginHire pur, tel cue i ! = -1 al 
NLitr i li'i mathefflatiqueE. Nojs 

3VCns 3U33I 




*-to\ 


Hfjwj 


fi<n 









Fig. 11 - Notstirxis assK-iie-si 
b definition de la fnntbon cs 
!r3n*fM ■d'l^i i|uarf'iphle 



2- Auw appela? transmittance 
carnp*sxai. 



C.l*] - Representation comp Lex e tl'un signal sinusoidal 

A tow signal sinusoidal iff) d 'amplitude S m et de phase instanlunee tilf + ip, 
correspond un signal eomplexe delink par ; 

l(t) - S 0 |cos((lU4 ?) + jsin(bii + <p)) = 

Uampiiiiuk cotnpiexe S - S m e ■*, Lndc pen dance du temps, contient les infor- 
mations surl "amplitude ct la phase initialcdm signal red. 

Un intern majeur de la notation complcxe cst 4e simplifier, en regime sinu- 
soidal force { 1* resolution ties equations diRferentjelles qui gouvement. le fonc- 
tionnement de certains sysiemes ImeaLres, Detivons le signal eompkxe i ft} 
assode au signal sinusoidal reel : 

dj(l) j? )|oi;tg + 5l 

— ^ — - S m = S^ot 2 e m«n + #] - s ri tfle 

Nous con seatons que la derivation du signal complexe esi equivalence a une 
multiplication par la quantitc p = jua : 

d±(r) t 

Plus Ecneralcmcntj, ba derivee fl-imc d'un signal complexe peut etre rcrapla- 
csk par une multiplication parla quantile p n = (ico)". Une equation difleren- 
tielle d’ordre n last aiois apparaitre un polynome de degre n en p . 



C.l. 2 - Function de transfert harm unique 

Considexons le quadripole de la figure 1 E . En regime sinusoidal permanent, 
notons f(f) ct £(e) les grandeurs complexes associiks aux tensions en entree 
et en sortie respectivement. 



Mini hurt ID 



En regime sinusoidal permanent, la function de transfert harmonique 
Hr jen ) d'un circuit est deli me comrae k rapport, er notation complcxe, de 
la tension de sortie par Li tension dkntree : 

£«) 

H(jQQl a — — s aver et pulsation du signal dkntree. 



Chapitrc 1 : Signaux i: l systeme-s liriraires. Dpc-ralaurs d? transfort 
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Notons H(tfl) lc module dc la function tit* transfer! el ifl.CC] son argument : 



I L'tUiX'yLl! •' I!l|I. ill' IlL I I! J'l.'l 

circuit consist® praicipilansnt 
dams Is d^termin-atMin da hb 
tQficlign :h: l r ir l 'i: ■ ! I 11 : " 111 : .!■ - 

puis an I'fttude da sen mDdi^B 

hi etfiiB Mriarguraem +(iu) , 
en fOnC|ii*i 4 t I* pultiUOrt 1: .1 :h: l;i 
1 r§quence. 



Ite repiesentent re&pectivemenl k rapport do amplitudes dcs signaux ct 
I'avance de phase du signal de sortie par rapport au signal d "entree . 

C . 2 * Equation differenticUe et fonction 
de transfert harmonique 

Soil un aystemc pour IcqucL b signara cm entree ct cn sortie, notes respecti- 
ve-men t if(i} et j(x) son! relies par une equation different idle a coefficients 
constants : 



If 

a D *ti)+ X a* 

* = 1 



d*J it) 
dr* 



vw+ X ** 

*= 1 



dP 



Nous supposing que le signal impose en entree est un signal sinusoidal de 
pulsation at et que le regime permanent est aneini. Cela review a dire qua 
nous cherchotis une solution particuHcrc a inequation complete sous la forme 
d'une fonction sinusdidale de meme pulsation. 



En representation cowpbe, cette equation differeniielle s’ecrii slots 



X 0 *A*i(0 - X hP it. 1 )? iviC P ■ 

J 6 = 0 Ut 

d’etn la function dc transfert harmonique du systeme : 



X b * ph 

Hip) = 

x 



N(P> 
Dtp | 



2 . BrsirtedivBUflsrnfillujiJBS saur 
cann litre IsfarHUwn tie trerwd&rt 
fun kvsi iiriu file peut par 
BMmpla.fitTfl celcyli>t!ariutilis<irt 
lelnrnnliflina dflsaiipBdtinees 
campleKBS. Dins d'l-crEs :be 
B@ fl pBtlttfUG CBfilUB-NSfln 
HpiriunnUJEimgnt. 



La fonction de transfer* harmonique d‘un systeme lincalrc pwerne par une 
equation differenrielle apparafi comme une fraction raticmnelie de deux poly- 
nnmes en p = jw: N(/>) au numcratcur ct Dip) au denomlnareur. Le degre 
du denominate! ur est Yordre du film. 

lnversemeni, si la fonction de transfert est conmie sous la forme d'une frac- 
tion rationncllc de pdyndtnesj il cat possible dc retrouver r equation difinen- 
tielle qua gouveme le sysfemr. En effet : 

Wf*l 

Hep) = ‘=-i- = — ^Dip)s(t) = Nfpk(r). 

i-J (p i £ 1 I ,1 

En rempia^ant chaque tenne p* par La derivee A-feme par rapport au temps 
dc r> ou t(i) , nous obtenons l'equation difiereniielle du systime. 



Application 1 



Passage de In forte tinn de transfert a liquation dlflfemitUllc 

On considerc un systeme dont la fonction de transfer! est : 



HCp) = - — — v a veep = its, 

{p + A)* 4 

Determiner 1 'equation diGeremielle reliant S’enitte et la sortie de ee aysiime. 



Gopyrk^ci 





Solution 

En developpam 1' expression de La transmittance eomplcxe* nous avons ; 



. Mf) 
Hip) « =— = 



p + K 



e(f) ” p z + 2).p-tX 2 -Mfl 3 ’ 

cs qui donne : 

-1-2 'Kp + >i 2 + tU 1 }£■(!} = 
d'nii 9 'equation differenlirlle cheirhee : 

^ffi + 2 x^Ii + ( x 2 +[0 *},(,) = Ml> + x e( ,>. 

a t z «f a f 



C»3. Notion de filirage 

C-3.1 - Filtrage par un systems lineaire 

* Soil un systeme lineaire caraeterise par sa fonciion de iransten barmoniquc 

de module H(tu) et d 'argument Si cc systemc est sounds en 

entree a un signal sinusoidal t{l) - E COS (CM + <{»)> le signal en sortie, fanque 
le regime permanent cat attdni* est un signal sinusoidal de mime pulsation : 

j(r) - Scos(rot + t(0. 

Les amplitudes et les phases a L'originc sont telles que : 

S = H(ai)E et tp’ = ql+^(tfl|i. 

* Si ce systeme lineaire est souniis en entree a an signal period Lque quelcon- 
qyq f(i) de periode T, nous pouvons decomposer celui-ci en une serie de 
Fourier : 



fit) - J c B cos ( nn>r + (]>,, }, avee <fl = 1 

ff = 

La lincaritc du systeme nous permet de determiner sa rep^nse g[t) comme la 
superposition des reponses imiividuelles aux diverSeS eomposames du signal 
d’entree. Cc qui peui s’ecrirc : 

g\t) - ^ H ( ^cos [ nhit + 4 p( n*0 J J ■ 

IT = (5 

Ijc spectre de Fourier du signal cn sortie eompurte done le mime Fundamen- 
tal et its mimes harm-uniques que le signal d "entree. En revanche* lea ampli- 
tudes et les phases sont modiiiees, Les spectres d’atnplitude et de phase 
conricnnenl done le meme nombre de raies aux mimes emplacements* mais 
ies hauteurs algebriques de ees raies sont a prion diffi rentes. Cerlaines raies 
peuvent meme disparaitre si Htnori est mu I, On dst que le systeme lineaire 
cffectue un filtrage en frequences. 



Propritte 1 



IjC spectre du signal en sortie d'un filtre lineaire componre 3c meme fon- 
damental et Ies m£mes humoniqueg que Le spectre du signal d'entree. 
I .curs amplitudes peuvent cepcndant ctre modifiees par le film ( ampli- 
fices* attendees* voire annulees). 
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Fig. 12 - IsssmplB d& saturation 
d'ufi circuit 



C.3.2 - Action <Tun systeme non-iineaire 

Dans ce psragraph.Cs nous. nous mttmcani a Is rcponsc d\in systcme nnn- 
Hneaire sounds a un signal sinusoidal £(t) en entree. La reponse ne peut pas 
se mettre sous- La forme iff) = H(ja>)e(t), mais par exemple ; 

s{t) - 

Supposons que nous pouvons modeliser I'ioct a la linearite de la fonedon de 
transfer! soya unc forme polynomial : 

s H,(ioj) + H a (j<i))f (r)+° + H p (jt!j)e l, - l (f}j 

leu fn-nctinns complexes Hjjfci) ayant cfes dimension* tellcs que chaque 
tenne dc la somme rcsic homogene a une fonciion de transfer! :, On a alurs : 

if 

i(r) = + ]T H A (j{a)^(0> 

t 

e'est-a-dtrt ! 

£<f> - H 1 (<o)Ec Hm+T+t ' > + J H J (tt)E*e ,(tat,, '« ) 

k ■ I 

soil en. prenam la panic reelle : 

ft 

f{t) =■ H|(tB)Ecos(ti)J + ip + ® L | + ^ + 

k * $ 

Cette expression rcssc ruble a unc decomposition de Fourier. Le signal en sor- 
tie n’est dune pas siauSciiddl, mime s’il neste periodique de mcme frequence 
que De signal sinusoidal en entree. La no-n-linearite du systeme imruduit dans 
la reponse une sene iLhannoniques. 

La saturation d'un circuit {par exemple, d’un A.O.) consume un autre eas de 
non-lincanre. Supposons que nous observions en sortie dVn circuit un signal 
sinusoidal Cnlnque entre deu.* valeurs -V M[ et 4-V lflr (fig. 12). Ce signal reste 
period ique, mais n’est pas une sinusoi'de. II peut done Oire decompose en 
scric dc Fourier cl nous voyons a nouveau apparaitrc des harmoniques. 

Ijc spectre du signal en sonic efun filtre non-lircaire comports toujour* 
plus d’li;inimiiiqui;s que Le speCtie du >sgnal d’unlree. Un Jiltre non- 
lincaire cnrichlt Lc spectre dc Fourier, 

Dc manicrc general^ Tcffet de la non-linearitc d^un sysreme cst quantifte par 
le taux de distonion base sur la deramposLEksn de Fourier de la reponse de ce 
systems a tin signal sinusoidal de pulsation at en entree : 

■hw 

*ii) - ^ e„cos(fl(or+ qp,L 

at- 1 



OeiinrEiaii 1 1 



Lc tausi de distortion D d'un sysieme non-lineairc est defini comme le 
rapport dc la valeur eftkacc des harmoniquea par Ea valeur efficace du 
fundamental : 

I 

Js< 






trial 
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On definic egalcmcnt: le mux de distortion uppweke '\ ' com me le rapport de la 

valeur efficace des harmooLque-s par La valeur efiicace du signal i 



+™ 

14 




Lorsquc la distorsion esr faihlc, Its deux taux sont tres prnches. 



C* 4 * Representation des functions de transfer! 

harmonique 

C,4.1 - Diagrammc de Bode 



SJehmtiGrt 1Z 



On appeLLe representation dans le plan de Bode dlune fonction de 
tran^feri barntonique Elij’oi) I’ensetnble de? deux diagrammed : 

La combe degain i trace du module G(dB) 3 en decibels, en fonction -de La pul- 
sation tf (cn rad ■ r ') ou de !la frequence /(en Hx) en echelJe Jogarithmique : 

G|dB| = = 2Ol0g|H(|m}|. 

-la COW^t’ de phme : trace de Varijument cn radians (rad) ou en 

degre-s-, en function de 9a pulsation GO (en rad ■ t l ) ou de la frequence 
/ (en Hz) en echelle Logaridimlque. 



In eMul : 

m — * A -ts l'j|j 'iii » 

CO — t +w e* Id^h» — * + rr 



C.4.2 - Decomposition des fo notions de transfer!: 

Grice aux pruprietes des. complexes * Le iliagranume de Bode sintplifie Tetude 
d’une fonction de transfer! harmonique H(jw} qui sc decompose com me ie 
produit et'au le quotien t de ptusaeurs, functions harmoniques. Par exemple, la 
fonction. de transfen : 

H L (jffl)H s (jco) 

* ~ H,( w 

a pour gain en decibels : 

G(dB) = G L (dB> + G 3 (dB) -Gj(dB) 

et pour argument : 

arg[H(i(.»] = ^[H,(j<u|] + ar?|H/j»)l- 

En representation de Bode, les courbes de gain et de phase de Ja fonction H( jiii) 
s’obtKDDcni done s implement par addition ei/ou sousiraetion grapliiques des 
coudies de gain et de phase des functions H;(](0), et 

C+4<3- Dm grammes asymptotiques 

0 esi souvent utile d’et udicr le comportement aux Lin LLt.es des ires basses fre- 
quences (limits statique) et des ires hautes frequences d’un circuit electronic 
qne. En echelle logarithmiquej, cela correspond aux deux limites a Tinfini de 
[‘axe des abscisses 1 , Nous cherchcrons systematiquemenr ces deux asympto- 
tes pour toute fonction de Iransfert. 



IS 



Chaphtra 1 ; Si'flnaux et syslemes iinaei^s Oper^teurs- de transfer! 
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1 . £r nnim'iniiencq du I C. 13 . Ics 
diagrj line e asympiDliqueE d'ene 
lone non dv IrissleH. qm jp m si: 
detom noser i d, mtr e ie p -ac un- 
qunliesitd? fanttionsi'cWBnnBnE 
par adc lion -aOL Eli .: leil 'i dea 
diagrammes asyjnpujtjqiies de 
?hgtrpi?ds res tofttfoirtt, 



2- Un hi're pasEH-tiaiit du un Ftlre 
patse-bas ne posstHdanc qu'ufla 
mu la friqnencei da coupura. 



G i;d!3.i 

“b + “h “ 

' I I N ■ 




fig 13 ’ Dtrln MiiOii dt la barilla 
passanLe a -3 dB. 

3. En ellei, an a : 

mv#Jh = W1. 



*. Cutplonctwng d*ja aca Gludifo 
an premia's annas. 



DiHiriiliun 13 



On sappelle dhigmmiue* iixympioiiqutrs les diagrammed de Bode 
reduiis a leur& asymptotes, 

Le diagraimne asymplotique du gain, facile a ubtenir, pentl-ellna souveni i lui 
seul de candiruer Ie componernem global du til ire, 



□ idimlion 14 




C.4,4 - Lkinde passantc a -3 dB 

La courbe de gain d f un circuit reel presence toujours une borne superieure, 
car, physiquement, 3c gain nc pent pas cue infini. Lorsque c*c$t possible, on 
definit alors une ou deux pulsations de enupure - < (dj,) r 



Definition IS 



On appellc pulsation de com pure du filtre route pulsation o> : telle que : 

|5(f-e)| = % 

ou Hp,^. design? la valcur maxi mate prise parle module de La function de 




En decibels, la definition dtunc pulsation Je enupure correspond a un point 
d 1 Ltiiersecdon de la courbe de gain avec une droitt horizontale situce it -3 dB 
sous te maximum ‘ (fig. 1 3), 



C.5. Fonctions de transfert du second ordre 



CL 5.1 - Hltrc passe -has du (Icuxieme ordre 



Comtderons la reaction de tran&fert du second ordre fondumeniale, de forme 
cannnique 1 ;, 



H(jto) - 



1 



1 



+■ 2itjp— - 
<% 



ttr 2 



ou nr est un reel posilif et ej-, esl une pul nation caract eristique du filtre. Pour 
atlcger les notations ct les ealculs, nous utdisons 3a variable reduitc x = — ■ 

II ■ B 

L’amplification et le gain om alors pour expression : 



H(x) = -1— = 

1 —x 2 ) 1 A- im z x z 

GfdB) - - 103 og[(l + 4 j« I i a ]. 
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Reeherdtons ]« asymptotes, A tresbasse frequences lorsque x tend vers il 
CSt evident que le module tend vers 1 et te gain vrm 0 dB. Au* tres hautes fre- 
quences, luraque x tend vers rinfiiii, le terme dominant esl le tertne en x 4 . 
Nous avons done, pour les asymptotes i 



to - 4 0 

(fl — » EC 



Ci(dB} —4 0 

G(dR) — »-4Qlngx = -4tt1og| — ]. 




Fig. 14 - Diaarimms 
asymptotique dB U Fomrban do 

Iraitileil iJ'ur'i fiTlrt p dsit-bii d J 
dfluxiima onto., 



La premiere asymptote sc confond avee t’axc horizontal. U seconde asymp- 
tote eat une droite de penle -40 dR' - dei:ade coupunt ] f axc horizontal en 
x = 1 , Les de ll\ asymptotes de la courts de gain se eoupent done en to., > 
pulsation de brisure [fig I 1 : il s h agir du diagraming ssymptntiquc d'uoyWn-f 
pas&e-bas. 



C<S >2 - Filtre passe- bande du deuxieme ordre 

Dr miime, la function de Lransfert d 3 un fittre passe -bande Jii deuxieme ordre 
s'ecrit en variable reduite x : 

H(.|x) = 2 m -i aver x = — 

H-2tn\x-x w 0 

L’ampLifica lion et le gain out alers pour expression : 

H(x) = 2m X — 

J{ \ “X J ) 2 + 4 iw j x 3 

G{dB) = 2OLog{2fflH20lc«jr- lOtogH 1 -jH) 2 + 4 m 2 x 2 \. 




La courbe de gain est celle d’un fibre passe-baude [fig. l "5 . Le maximum du 
gain est ate cm t pour x ■ 1 {to ■= to Ll }, Pour determiner la bandc passan.ee a 
3 dB de ce (litre, nUuS cherChorts x ^ I lei que : 



H(x) = 



H 



mnx 




d’oii 




4 ./j + m 2 ') 
ti-> t -,{nr 4 c l 4 m^), 



Chupitrs 1 ; Signflux c( syxtornes re-s. Cip^neeurs do Irn^sFErf 
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- Nous pouvons rcmarcjutr que la bande pussanle est rertTrec sur tu r , Crt 
echdle logaiirhmiqiie. En efTei : 

»- h w h = to, ,d'oii : Logt% = ^ilogw b + logo» h ). 

- Remarquons cgalcmcni quie La bande passantc nc depend pas de La quantise K. 
Bn effec* ellc a pour Largeur : 

= o h -c% = 2 mm n , 

La seleciiviie du filtre peui etre caraaeri&ee par le facteur <k qwttim Q defini 
enmme : 

Q = S 

Un, tiltrc sclectif (bande passante ctroite) sc earacterise par un facteur de qua- 
lLie important. La :lisure lb presente la courbe de gain dans le plan de Bode 
pour trois valeurs du facceur de qua] ire du filtre* en supposam un gain maxi" 
mum epl k 1, 




Fig. 16 - Coudwstle giind'un -iir? 001 =? tarUe du doetidma jf ct ocj< EL»g5; 0 = J,5;Q = Id. 



1 D®n*l( gBS d(l rigiftiS 
r nuiD l.i 1 1 : r r i i . i r ■- gt Id 
rtaolutiHi c as equations 

■ J i M £r ■ i : 1 1 1 ; ” 1 1 1 i- rGiJiSSMt 

I'eYodiHion Rii circuit psuvsm 
3LEr iSrs- aMitdes an travtillant 
dans le damaine H ic quantial avae 
Iss imp&durctBs copplraas- 



C*6, Transformation dc Laplace 

Dans ct paragraphe, nous allons imnsduire un outil mathematique iris puis- 
sant pom ecudter la reponse des. circuits lineaires a tons types de signaux 
reds* : la transformation de Laplace. Cette transformation permet d'assocter 
i toute function du temps fit) uiw fonttaon Ftp) dW« variable complexe 
p - <J + in, et dc remplacer ainsi les operations anaiytlques de derivation et 
d’integjatkm par des operations algebriques. 

C,6 + S - Definition 

Dans la pratique, nous ctudions k coumportement d'un circuit en reponse a 
une excitation debutant a tin instant donne, choisi aimme origine dcs temps, 
Cortipte tenu du principe de causaliti, les foactians /(f) etudiees sont iden- 
tiquemetit nulles avant t = 0 [functions (ki#ju/u1 : 

fit ) - 0, Vf < 0. 
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1 Celts IwmtfB est (r&j Turkmen! 
uulis^a-. II aiiiEte m etfet des 
Formulairas foumissam Its 
[-anilonreei d‘ jn grand nomtjra- 
to Pencil «is, el dome tours 
irwvanses. 



La transformation dc Laplace d'une fonciinn csvsale du temps /(f) est 
defirrie par nmtcgrclc : 

L|/(t)3 ■ Fi»[ /ifje^dtj avee p = c+/m> 



La transformation inverse - est donnec par une integrate compIcKe ; 
L W)] = m = 5^ [ * '"f ipWdp. 



Application 4 



I Tramformee de iaplacc dc signaux de test 

Calculer la tnmsforaiee de Laplace du signs] echelon unitaire u{ t)j. puis celle du, signal sinusoidal 
red /(r) - cos<tuf)u(f]. 



Solution 

* Pour le signal echelon,, h transformation de Laplace skerir pat definition : 

U«fr)) - fWie f”df = feP'di = -ier^l - -■ 

Jo Jo - P Jq P 

* Pour le signal sinusoidal, nous pouvons ectire : 



cos(tux) - 



e mir + e l»J 



D'oli la transformation de Laplace : 

L|cos((or>Mff>1 = f cos(ft>r>*iff>e"P E dt = {ei^^e^^t P r dr 

Jo 2J 9 





| rjHp* jii-IJ-j™ 


L-p + i«jJq 2 


ll p-t- m Jo 



1 1 1 1 

= - - X . - + - x ■ 



2 -p + jto 2 p + jto p 2 + ta- 



2. La linfiaritt esluns 

CWlhlvHK* M 1* lir*i?rili ric 

I'intfigrHle. 

3- D'ou le [rime intere-1 que Is 

nijlnlmn ciimpluxe pom ltd 

raaototinn des equaric is 
diflOrentieiles en rfigime 
sinusoidal 

4. Lorttiu* It pi* 

nwitfl i f- D, la Irand annali on da 
Leases pefimetde prendre en 
cwmple In* rrindriiari inhales 
test un a Jt r e intSril da cette 
iratiifarmaiiiMi que raus ne 

cpngiriprans pas ic>. 



C.6.2 - Differentiation et integration 

La transformation de Laplace est une application Imeaire qui transforme une 
dcrivee cn une multiplication et une integrate en une division'. 



Pr<pp/i»l^ 3 



1 .2 transfnmiee de Laplace dc la derivee dTune fnnefjnn /(f) nutte pour 
f = 0 esl egale -iu produit par p de la transfonttee de Laplace RjD) de cette 
fonction 1 : 



df 



= pFiph 



Propcwle 4 



La transformee dc Laplace de la primitive d'une fonction /ft) est egalc a 
la division par p de la transform ee de I^placc F(p) de cetrc fonerion : 







Chapitm 1 : Siyniius ei Kystfemes linenirns OprjrnhMjrs rdn- Ir.innfnrt 










C.6,3 - Application a la resolution d + equations 
differ e ntiell e s 

Soil un iyiteme pour lequel Ics- signaux en entree ei en sortie, notes respecri- 
vemcm ci som relies par tune equation difleremiellc a coefficients 
constants : 



A a ] A - I 

Le signal impose en entree esi un signal quelconque, nul pour t<Q. 

Appliquons ]a transformation. de Laplace a Pequation differentielk. Nous 
notons- Ci> | ct S{p) Lea transformer! respectives des signawc d'eutree ftr) et 
de sortie sit | f pds nuls pour t = 0 (syswmes au repos). En rempEa^ani che- 
que differentiation par une multiplication par p, il vient ; 



X a ip k s'p' = X fc *p* E w* 

Jfc ■ 'll jfc SB P 



V C'esi jijni un ji i ji.i- Bwin* 
irslrijdyitjrhlfln l;i ii:!.!li"r p- |n 



Cette expression est similaire a ceile obtenue en regime sinusoidal. Nans pou- 
vorvs aiois calculer une fonction de iritis ten tdemique a la fonction de nans- 
fert h&nnnniqnc 1 : 



rri 




d -0 





L'essentiel 



/ Sign [tux l.:i sysiemes 

* Lr -.ipjniiL echelon unite, de Hfaristdc, csL detlni par : 



ulr) 

1 



— 0 Vr<i\ 
uU}- 1 ^r> o 



0 



• L’n signal r( f| ent period sqm.- h "iL reprend idenliquement la me me valeur a 



intervallcs Je temps egaux. L’intervalle de temps minimal necessaire pout 
retxouver la meme valeur de la fonexion ear la pmade T. La friqiitnte / du 
signal esi I 'inverse dc la period? T r 



* Un system?, caraetcnsc par la transformation F de n (espacc dc.-K signaux cn 
entree) vers 5 {espace des signaux ell sortie) vsX Hneaire si et sculeiltenx si 
1’operaieur F esc Uncairc- 

* Un systemic, caraeierise par la transformation F do E vers $, cst invariant 
(OU %Ti}ihmnairt?) si et scuLemcnt si une translation tcmporelle sur I 'entree 
enEraine La me me translation sur li sortie : 

We E et We IS, j(r) = F[e(r)] =» s(i- t) = F[«(r-i)]. 

* Un systente defini par une equation difterentielle a coefficients constants csx 
lineaire ex invariant, La rccipmqqc e?t fensse, Par cxempl?., un systems a 
retard (Itneaire ct invariant) ne verifie pas J’equation differentidie. 

/ Function de Iransferl 

■ En regime sinusoidal perm^merL, la function de Ininsfrrl harmtmiique 

H i i rjj j [ou fransminance ampkxt) d’un circuit cst defini? com me 3e rapport, cn 
rotation complex?* de la tension de some par la tension d 'entree : 



' Un system? pour lequel les signaux en entree Cl en sortie sonl reties par une 
equation difTereniielle a coefficients constants : 



a pour function de transfer! une fraction ranonmelLe de deux polynomes en 
p - tw: 



* On sippclfe representation dans I? plan de Bode d’tine function de trans- 
fer! harmonique H(jit) ] ensemble dcs deux diagram mes : 

- la cowriv d? gain : trace du module G(dB), en decibels, cn foncxion de la pul- 
sation W (en rad - s ') ou de la frequence /(en Hz) cn echelle loganthmique : 




?{*) 






GjdB) - 20logH(ui) = 201og|HsJaj)| . 



QWpltf» 1 : Signnus Eh syslamn; 1in4ai«ro, Oparatour* de HaoeFert 



pyriohied materi 

I j — > 



- la caurbe dc phase : truce dr [’argument 0( LO ) , en radians (rad) On en degree, en Ibncuon dtf la 
pulsationto (en rad ■ s 3 ) ou dir la frequence / (en Hz} en cchelle logjinthmiquc. 

1 / Analyst dc Fourier 



1 j. consrantc est la com ptisan Ur continue du signal. Les frequences des composantes sinu- 

soi’dales stmt des multiples de la frequence / du signal periodique decompose : 

La frequence / 3 = / correspond au fondairiemsil ou premier harmmique ( ft ■= 1 ). 



Le spectre d’amplitude . r , et Je spectre de phase | 9 W } V . constituent te spectre de 

Fourier du signal i(r). 

■ Le spectre du signal ert sortie d’uil filtre liu voire COmpOTlLtf le Hlfime fundamental ei Its nlerheS 
harmoniques que k spectre du signal d ’entree. Lcufs amplitudes peuvent cepcndant enre modi- 
ficcs par le fibre (amptifices, artcnuces, voire annulecs-L 

Le spectre du signal en sortie d’tm nitre noti-Urteaire corn pone toujoure plus dhannoniques 
que le s[>ectre du signal d’entrec, Un fibre non-llneaire ertrichit te spectre de Fourier. 

1 Le tail* de distortion D d’un systeme non-lincairc est defini conomc 1c rapport dc Ea valeur 
effic-ace des h am :■ uniques par la valeur efficace du fundamental. Le taux de distortion appro- 
che T est defini vomitie le rapport de la valeur efficflCC des harmoniques par la valeur efficace 



La transformation dc Laplace d'une fanctinn causale du temps fit) ifti) ill) pour r < 0 
esl definie par ]' integrate : 



* Toute function rccllc j(f) periodlquc^ de frequence /, peut s’ecrire sous la forme d’une 
soranie infinie dc functions sinusotdales de pulsation : 




□vee : to - 2 71/ et - 



I 





^ c„ COS (nfiJf + tp B ) 



f o - ! a si| t;tiSV e =■ signet. a 0 ) 



avec 





du signal : 



D ^ 




Lorsque la distorsion est Faible, Jes deux tans sont tres proch.es. 
/ ' t ranst'iirmation de Laplace 



L|/( 0 1 = F</>) /((}e avec p = tj + jw r 





La transformer de Laplace dc ]a derivee d'une fonciion f(i) mill* pour ( - 0 esr egale au 
produLr par p de la transformce dc I_aplacc Ffp) dc ccrrc function ^ 

l [ <! 3 F > ] ‘ pnp) ' 

- t ja transformc'C de replace dc la primitive d’unc function . /(r| cst egale a La division par p de 
la transfntmee de I^aplace Fjp) dc cette Function : 

^ [J/ £ "H = p F ^ 



Mise en oeuvre 



Methods rT 1 



CommciU ctahlir la function dc transfcrt d 1 no systcmc a partir de 

son Equation diffei*entielle ? 

On commit L ‘equation diftcrcnticllc regissant 1'evolutton d’un circuital] cours du temps. On sc pro- 

i lose: d'eu dc dui re ia function dc transfer! du systemc. 



-► Savoir faire 



Romplacer dans L'rquatinn diffrrentielte chaquc derives d'ordrc ir par une multiplication, 
par p"„ 

© Factariserlcs signauxd’enErce etde sortie de manierc i faire apparaitie deux palynomcs cn p : 

D(p)j(r> - NO)e(t), 

<& En deduinc k« fonction. de transfert ; 



= S M 



Wr> 



■+ Application 

Treuver la function de rronstcn d’un systems obeissani la I'equation difteremielle suivarue : 

mjc( i ) + Xx( t ) + Lr( i) m /( r) . 



Solution 

O Dans ^equation differentieLle,, on Template chaque derives d’ordre n des functions x ou / par 

une multiplication par p" : 

mp 2 x{f) +■ + fcr(r) = /ft). 

€> En facionsant Les signaux d’enirt?e et de sortie, on fait apparaiLre deux polynumes en p : 

f + Xp + F) = fit). 

tvi, il n’y a pas dc dcrivce du signal d’entree fit) (system* fundamental). 

■ i in eji deduil Slurs La function de transfert : 



Ilf P-3 



m 



on H|jQ)) - 



P 1 + Xp + Jt 



(- + jXm- jntft 1 



ia h tea maferic 



> •■ I ,..i ■ , sysliMTii^s tincalm? OpirstMir* da (nnsfolt 





Methode n° 2 



Comment etablir 1’equation different] elle d*un systeme a partir de sa 
fonction de transfer! ? 

On connaif la ftmctjnn dc transfcrt d'un circuit. On sc propose dkn dcduire ] : eq uatiun iliflereitlidle 
regissanl PMutiild du systems iiu tours tin temps. 

■*+ Sa voir feire 



© Dcduire de La foncrion de cransfcrt une relation cmrc les signjuux d’crurec ct dc sortie : 



Cen iscrie. La lenutun jf i I est prise amt bcrtc.es des deux Jipfijk s R et C. Ntius pouvona dcnC eerire ; 



0 DeveJoppons L’exprc&sion preeedente pour fairc apptiralcre dcs polyromes cn p = jco: 



& Ciitc utcr Li function de uansfert du circuit en appEiquant 3es lots de Ikleccrodnetique ei en 



uitlisant te fonnalisoje dc? impedances, 

© Hcrire Ea fonction dc transfen: sous La forme du mppon dc deux polynomes en p = jto. 




O Dcvdupper et remplacer cheque temie en p" par une derivee Ff-ieme. 

0 Nuimali&er 1'tquaiion diflerenitelle : diviser celle-ci par Ee coefficient dervam ]a derivee 



d’ordre le p]us eleve en .v< / ) . 



-* Application 

Trouver I'equjuion dilferentielle gouvemam Le circuit schematise ci-dessous ■ 




Solution 





R + Z c . 




R r + R + -i- 
<Lp 



L +{R+ R J )C* 



1 +RC p 



0 D\>U lit relation enrre j(c} et e{i) : 




o [ \ + (R + R')Cp]f(r) » ( L + RC»e{f). 



O Soit apres developpement : 



+ (R + R r ) Cpj(f]i - e(tjj + RCp e{t). 









1C. mpli^ons r " pi i une tWrivalion pour obtenir rgquarion daffgrertiielle rcchrrchtie : 

sit) + I R + R')C — = e(t) + RC 

dt di 



] 



Ntinnalisniv; cettc equation cn divis^ntpar (H +■ R r )C : 

<Mr) I H <MO , 

d i (R ■+ R')C R+ R‘ di i R + R J )C 

Chaque tennc dc ccttc equation cst bien homogene a unc tension divisce parun temps, 



;eity 





«4 fyiMtnves linen iras Opinal itur:; lie tmnMVirl 
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Niveau 1 

Ex 1 Fibre passaf pass e - ban die 

Consideruns le circuit passif schematic d-deflCUS : 



l 




1) Calcukr hi function de translert hanTioitiiHije d« cu- 
filtre. 

2) Tracer la courbc de .gam du dEiagramnie de Bode. 
Da quel type de ftfcre skgii-il ? 

3) CilcLilrr ks frequence Ju eoupures o la bandc 
pas-sante a-3 dB dc ce filter. 



Niveau 2 

Ex, 2 Fibre c oupe-ba rule 

Oinsidmins Le circuit passtf schematise d^oMQs ; 



]? 





La mesure du debit du volume arttmi dans une 
(TtHK artcrc flU une fktiic arterc conduit i dea rtsul- 
t-aTFv cjtperimcmauji ayant ['allure d ounce par Its deux 
figures suivartteS : 



debit dans Line grotse arcerc 




debit dens urn; petite artere 




1> Calculer la fonction de transfect harmonique de CC 
fdtre. 

2> Tracer la courbe de gain du diagramme de Bode. 
Pe quel type de filit-e s’ agir-ji ? 

3) Catculer ks frequences de coupures « la ban.de 
passante a -3 dll de ce filtre, 

Ex. 3 Analogic sletlrique pour model iser la 
ci rcu ration srterielle 

I jc occur ji'mc k rule d'une pampe pour 3a circulation 
sanguine. Cetle-ci n’est dune pas continue ; la prev 
sir>n du sang ejccic du crcur a h cn fonetion du temps i, 
gnossLcremcnt, failure donnee par la figure ci-apres ; 



Let unites urilssers dans ces trois figures sons arb krai- 
re*, mais dies SOW idertciques dans ks deux figures ei- 
dcssus. 

On se ici d’etudier urn enudek elecofque sim- 

ple pcimenam dc decline, par analogic, cc pheno- 
mena. On eowid^re k ciccuii dectrique schematise 
ci-drssous- : 



*(«) 



Ri 



G 



0 









pri 
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Le generateur de tension tdeal dchvrmt une tension 
pericidique e(i) ■ preneauK, t> de period* Teiif fS(5- 

pnrt cycliquc * tel que sur La periode [0, T| : 



r( t) = E| pour 0 < f < 



*(t) - 
avec : 0 < E, < E 2 . 



Ej poui < t < T 



1) Eerire liquation diifTereuriellc verifier par le coy- 
rant Xj cincutant dsns la resistance K_. . 

£') Risoudre Celle equation differerttielle en dtatin- 

guant les intervalles dc temps- Q, et -^.T . 

3} Repr^ficmer 1’allure de i 3 (r] et U comparer avec 
cede dn debit Q(r) dans nnc anere. Quelle cst 
I'influence dc la rteixyanee R, ? 

4) Proposer line analogic encre la pression P ci le 
debit Q (Tune part, el la force etoctromutrice r et 
I'intcnsitc i 2 d’aurrc pan. Quelle esi qiialitailvcment 
le type de grandeur meesnique analogue a R 3 ? Quel 
esc I'anaLogue du gcncratcur dc tension. ? 



£x r 4 Suspension avec amorfisseur 

On modelise le sys-teme de suspension d'un vehicule 
de la manicre suivanie : la rone de centre O support 
un v charge assimilee a on point materiel M de masse 
rtt par I'intcrmcdiaire d 'un nmt, dc Longueur a vide 
L^, el dc Taideur 4, en parallels »vec un amortiswur. 
On suppose L'attc OM touiouire venicaL 
Lc vehicule effccrue un mnuvement de translation 
uniforms a la vitesse v , On choisit un axe Ox hori- 
zontal parallel*: a la viressc v et de memc sens ayant 
pour I'ecteur unitaire f, . L’axe vertical est odente 
vers le h*etj Wee pour vpctcur unitaire c f , 
l.irs poaiiions dies podnis O er M sont repurecs. relari- 
vemenl a leurs positions cfequilibre, notses respecd* 
Yemeni O r et M r , lorsquc le vctucule cat au repos. 
Les coordonnccs et Xq{i) du point O font 

done reference au repere (O r ; e t , i t ) et cedes r(i) 
et eit) du point M au repere (M r i ff, , a r On sup- 
pose ces deux reperes galileens. On note L r la lon- 
gueur du ressort lorsque le vehicule est au repos. 
IPamortiftseur exercc sllt M one force ptopunioniiclle 
4 la vitesse relative de M par rapport a O, soil : 

fd^r) d* 0 Crh* 



i - -*(< 



dr 



dr 






Dtrnriccs 

m = 2 ■ ID' kg L* = 75 cm ; k = 65 ■ lohsr m 'l 
h = 5 ■ 10 J ka - s ' et g - N ■ kg' 1 . 



Determiner dL = L r -L n . 

2) Lc vetiiculccmn en mounment dc tRUidatiom uni- 
forme a In vitesse v , la roue se deplace lc long d'unc 
piste ondulee en restant tourours en contact. La traiec- 
coirc du centre de la roue esr modelisce parl'equaiion : 




15 rxn et ^ == 1 m. 



Eeeire Les equations r 0 (i), on choisissant x o (0j = 0, 
et du mouvement de O. On mettra La seconde 

cquanonscius la forme : x 0 (rl = dco«(w>- On pr£- 
cisera I 'expression de la pulsation id, 

3) a) Ecrire, a tout instant r > 0„ la longueur du res- 
sort LO> fotsetinrt Je sell* Soft? et L P , 



h) Donner I'equation differentidJe viiifiiir par j(F). 
On menra ccllc-cL sous La forme d'unc equation dilfc- 
renticlle de deuxieme ordre avec second tnembre. 



4) On suppose Le regime sinusoidal eiabli. On cher- 
che unc aoSutiofl de la forme : 

c( f ) ■ Z m cos ( o>r + * ) 

en utiJiMmi Ira AQUCtaB complexes. On note 
Z(jm J = Z rt c ! * 1’aniplinide complexe assorice a sfr). 

Donner I’uptcsAion de Zijtir) et en deduire 7- m . 



Niveau 3 

Ex, 5 Decomposition de Fourier drum creneau 

On consider? un creneau d 'amplitude A, de periode 
T et de rapport eycliquc «(!><«< 1 ), Uri tel signal 
esi une succession perindique d’impulaions rectangu- 
lair^dr; hauteur A e! de lurgeur u lelle que a ■ aT. 
Pour simplifier lea calculs, rUius choisissons une en- 
gine des temps telle que la Fane do n f[z) est paire. 





/fi) J 

A 


























-T 


& 




a 


T 


j 



2 2 



f) Calculer les coefficients a h cr h x dc la <Jeci»inpoei- 
lion de Fuuncr de ce signal, 

2) ReprsMPter son spectre dc Fourier pour a - 0,3. 

3) Determiner ei representer la densibt - spectrale dc 
puissance du crcneau et son spectre de puissance 
pour a = 0,3. 



Chaplira 1 : SHipnaux et svat^mes lin^aires. Opciilcurs dc Irn nsFerf 



uepy righted material 



30 




Solutions des eocer'dces 



Exercice de niveau 1 



Exercice 1 






I) Nutans Z l'lmpe dance iqulvalnu d’un condensateur C en parallele avec une auto-inductance L t 



Z = 



?C + ?L 



ies +iL " 



|L-W 



I -LjC-hi 



Lc circuit C3t Urt dcviseur de tension* la tension d "entree e[t) etpnt □ppljqyee a La resistance R c{ aux 
deux dipoles Z en serie, et la tension de sortie eLant prelevee aux homes du dernier dipole Z. D’uu ; 

jLw 
Z 



H(jo>) = 



R+2Z 



□ soil i H(j«) = 



I LC(j>" 



jljcu 



R + 2- 



jLas 



R( I - LC u ) + 2 j L-ili 



1 -LCu 

Pour normaliser le denoniinateur, il viem en. fiactorisam R : 

fLw 



H{\m = |x 



1 ♦ 2j = w— JLCiifr 2 
K 



Nous pouvons iitire intervemr au denominatcur du deuxieme ordre une pulsation propre du circuit 
0 > fl et un coefficient d'amortissement tt. Par identification* nous avons : 

^ = LCu* «=s oIq - ™ 

Jh C 

(i> % -L L 1 JL 

2;a ^ “ Z'k®**** " °^R ■ RMC 

En utilisanc. La variable reduite la foncrion de transfer! petit done s’ecrire sous la forme : 



HCi®) = 



aj— * 
Wo 



“« vi 



soil : 




2) I .a foncdcn de transfer! a pour module H : 

Hlx > = 



CLr 



J { 1 -je 2 ) ;! + 40; 2 jf 2 

- Lc gain G cn decibels cst done Sa somme de trois termes : 

G< dB i = 20k«g{a>+ 20kig(it) - I01og[(I — je I ) I + 4a a JC 3 ], 

Lc premier eiant unc constantc (G 0 }j le second unc droite de pente +20 dB'dccade { O t J et lc tnoi- 
sieme le gain d"unc foncrion de transfer! du deuxieme ordre fondamentale (G 2 ). 

- Le diagrarmne asymptotique du gain est donne par : 



I * 

lx- 



0 G(dB 1 — * 201og(a) + 201ogi(x) - 10log( 1 ) — 201og(aj + 201ogf x} 
■» G{dB) — t 20Log(a) + 20kig(x} - lOlog(x^) = 2Q]og(a} - 20]og{xJ 



Les deux asymptotes, de pentes respectivcs +20 dR'dccade et -20 dB/decade* se coupent au point de 
coordonnecs X = I et G - 201 ogOf {la pulsation propre ft) 0 est egniemrnt pulsation de brisurr). 



-Qp'-Exe 
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